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Mesures Mécaniques à différentes échelles dans un solide
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Exemple d’une assemblée désordonnées d’atomes
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Réponse hétérogène, irrégulière. Comportement mécanique?

Simulations Atomistiques de particules type Lennard-Jones





Comparaison avec le comportement type Milieu Continu:

Comportement 
moyen

Fluctuations

Comportement moyen comparable au milieu continu.
Fluctuations importantes sur des distances mésoscopiques
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Exemples de microstructures

Al polycristal
(Electron Back Scattering Diffraction)

Dendritic growth in Al

SiC dense

TiO2      metallic foams



Métaux:

Polymères: 



Relation Contraintes / Déformations
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- Rôle des fluctuations sur la loi de comportement globale?
- Quelles sont les grandeurs pertinentes à petite échelle?
- Loi de comportement à différentes échelles?

Simulations Atomistiques de particules type Lennard-Jones



Linéaire « réversible »

Non-linéaire, non-réversible

Comportement Elasto-Visco-Plastique des solides:



Comportement Elasto-Visco-Plastique des solides:
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Quelles tailles caractéristiques?

Rôle des fluctuations à l’échelle atomique sur le comportement à 
grande échelle?

Quel lien entre les grandeurs mesurables aux petites échelles 
et les grandeurs mécaniques?

Réversibilité et Irréversibilité à différentes échelles?



Description à différentes échelles



Outline

Introduction: le comportement des matériaux à différentes échelles

I. Comment définir des grandeurs mécaniques aux petites échelles?

II. Exemple des lois de comportement linéaires

III. Plasticité à l’échelle atomique

Conclusion et Perspectives



Outline

Introduction: le comportement des matériaux à différentes échelles

I. Comment définir des grandeurs mécaniques aux petites échelles?

II. Exemple des lois de comportement linéaires

III. Plasticité à l’échelle atomique

Conclusion et Perspectives



Grandeurs mécaniques aux petites échelles

1) Rappel: description classique continue

2)Théorie atomistique de Cauchy-Born (1915)

3)Théorie Multi-échelle de I. Goldhirsch (2003)



Grandeurs mécaniques aux petites échelles

1) Rappel: description classique continue

2)Théorie atomistique de Cauchy-Born (1915)

3)Théorie Multi-échelle de I. Goldhirsch (2003)



Grandeur mécanique fondamentale: le champ de déplacement u(r,t) ou de vitesse V(r,t).
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Puissance mécanique: expression générale de la puissance des forces internes

représente les efforts internes (Pa)s

Invariance par translation 0 A 0 
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Equations du mouvement:

accéleration forces internes forces externes
(volume)

forces externes
(de surface)

avec

, pour tout sous-système

Conservation des moments (équation du mouvement)

Conditions aux limites:

         

   

      , , . , , . ,

      , . ,

r V div r t r t f r t r t a r t

r S r t n T r t

s  

s

   

  

Définition d’un champ de contraintes « statiquement admissible »



Tenseur des contraintes de Cauchy:
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Force par unité de surface

exercée le long de la direction x,

sur la face normale à la direction y.

Expression des forces: dSnF   .s

vecteur normal

surfaceUnités: Pa (1atm = 105 Pa) 

Ordre de grandeur: MPa =106 Pa

(formulation Eulérienne)
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Contraintes de Cauchy:
Exemples
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Rappel: Equations du mouvement:

accéleration forces internes forces externes
(volume)

forces externes
(de surface)

avec

, pour tout sous-système.

Conservation des moments (équation du mouvement)

Conditions aux limites:
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  rotations" de tenseur" 

s"linéarisée nsdéformatio des (local) tenseur"  

 Lagrange"-Green de nsdéformatio de tenseur"    
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Champ « cinématiquement admissible »

Comportement élastique: indépendant du temps, et réversible, dépend de 

Comportement visqueux: dépend de e

(plaques, grandes transformations…)

e



Traction:

Shear:

Compression isotrope:

Unités: %. Ordre de grandeur: dans un solide, élasticité OK si e< 0.1% (métal)
e< 1% (polymères, amorphes)
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Exemple de déf. Linéarisées:



Grandeurs mécaniques aux petites échelles

1) Rappel: description classique continue

2)Théorie atomistique de Cauchy-Born (1915)

3)Théorie Multi-échelle de I. Goldhirsch (2003)
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Expression de l’énergie à plusieurs particules:

The Cauchy-Born Theory of Solids (1915)

N particules

D dimensions

N.D paramètres

-D(D+1)/2 translations et rotations rigides

N.D –D(D+1)/2 distances indépendantes 

Interactions 2-corps

(Modèle de Cauchy)

Ex. Lennard-Jones

Mousses

Modèle BKS pour Silice

Int. 3-corps

Ex. Silicium

Modélisation microscopique des grandeurs mécaniques:
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Classical Theory of Elasticity: Atomic Scale Description:
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2-body interactions
(Cauchy model)
Ex. Lennard-Jones

Foams
BKS model for Silica

3-body inter.
Ex. Silicon

Equations du mouvement sur chaque particule:Equations du mouvement: 

déplacement



Expression des forces locales

Force interne exercée sur l’atome i:  
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Force de l’atome j sur l’at. i:  
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Tension de la liaison (i,j)

dans la configuration {r}

Modélisation microscopique des grandeurs mécaniques:

et



Modélisation microscopique des grandeurs mécaniques:

Déplacements et déformations:
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Modélisation microscopique des grandeurs mécaniques:

Déplacements et déformations:
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Développement au 1er ordre de l’énergie, contraintes locales:
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Développement au 1er ordre de l’énergie, contraintes locales:

Volume de Voronoï



Grandeurs mécaniques aux petites échelles

1) Rappel: description classique continue

2)Théorie atomistique de Cauchy-Born (1915)

3)Théorie Multi-échelle de I. Goldhirsch (2003)



Théorie Multi-échelle de I. Goldhirsch (2003)

fonction de Coarse-Graining: 

𝜑 Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟𝑖 =
1

2𝜋𝜔 𝐷/2
𝑒

−
Ԧ𝑟− Ԧ𝑟𝑖

2

2𝜔2

Coarse-Graining
« lissage gros grains »
à l’échelle w

Conservation de la masse 𝜕𝜌𝐶𝐺

𝜕𝑡
+ 𝑑𝑖𝑣 𝜌𝐶𝐺 Ԧ𝑣𝐶𝐺 = 0 ⇒ Ԧ𝑣𝐶𝐺 Ԧ𝑟, 𝑡 =

σ𝑖 𝑚𝑖 Ԧ𝑣𝑖(𝑡)𝜑 Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟𝑖

σ𝑖 𝑚𝑖𝜑 Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟𝑖

⇒ 𝑢𝐶𝐺 Ԧ𝑟, 𝑡 = න
𝑡𝑜

𝑡

Ԧ𝑣𝐶𝐺 Ԧ𝑟, 𝑡′ 𝑑𝑡′ = ⋯ ⇒ Ӗ𝜀𝐶𝐺 Ԧ𝑟, 𝑡 Champ de déformations, continu

Conservation du moment

⇒ 𝜎𝐶𝐺
𝛼𝛽

Ԧ𝑟, 𝑡 ≈ −
1

2


𝑖,𝑗

𝑓𝑖𝑗𝛼(𝑡)𝑟𝑖𝑗𝛽(𝑡) න
0

1

𝑑𝑠 𝜑 Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟𝑖 − 𝑠 Ԧ𝑟𝑖𝑗 Champ de contraintes, continu

𝜕 𝜌𝐶𝐺𝑣𝛼
𝐶𝐺 Ԧ𝑟, 𝑡

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑟𝛽
𝜎𝛼𝛽 Ԧ𝑟, 𝑡 −

𝜕

𝜕𝑟𝛽
𝜌𝐶𝐺𝑣𝛼

𝐶𝐺𝑣𝛽
𝐶𝐺

𝜌𝑚𝑖𝑐 Ԧ𝑟, 𝑡 = 

𝑖

𝑚𝑖𝛿 Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟𝑖 𝜌𝐶𝐺 Ԧ𝑟, 𝑡 = 

𝑖

𝑚𝑖𝜑 Ԧ𝑟 − Ԧ𝑟𝑖(𝑡)



Comparaison des déplacements atomiques et coarse-grained
dans un verre de Lennard-Jones 2D

𝑢𝐶𝐺 Ԧ𝑟𝑖 𝑒𝑡 𝑢𝑖 𝑢′ Ԧ𝑟𝑖 = (𝑢𝐶𝐺 Ԧ𝑟𝑖 − 𝑢𝑖) 𝑒𝑡 𝑢𝑖

FluctuationsDéplacements coarse-grained



N = 216 225

N = 40 000

fluctuations

indép. de la 

taille L.

Fluctuations 

dans un verre

Lennard-Jones



Cartographie des contraintes de cisaillement coarse-grained
dans un verre de Lennard-Jones 2D sous cisaillement macroscopique



Energie mécanique Coarse-Grained dans un Réseau de poutres type Penrose avec une fissure

A. Glacet (2018)



Outline

Introduction: le comportement des matériaux à différentes échelles

I. Comment définir des grandeurs mécaniques aux petites échelles?

II. Exemple des lois de comportement linéaires

III. Plasticité à l’échelle atomique

Conclusion et Perspectives



Lois de comportement Linéaires

1) Rappel: visco-élasticité linéaire

2)Modules d’Elasticité de Cauchy-Born (1915)

3)Identification Multi-échelle des paramètres, I. Goldhirsch (2003)



Lois de comportement Linéaires

1) Rappel: visco-élasticité linéaire

2) Modules d’Elasticité de Cauchy-Born (1915)

3) Paramètres Multi-échelle de I. Goldhirsch (2003)
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Rappel: Equations du mouvement

accéleration forces internes forces externes
(volume)

forces externes
(de surface)

avec

, pour tout sous-système.

Conservation des moments (équation du mouvement)

Conditions aux limites:

         

   

      , , . , , . ,

      , . ,

r V div r t r t f r t r t a r t

r S r t n T r t

s  

s

   

  



Les 3 équations du mouvement ont 9 inconnues   (         ) 

Il est donc nécessaire d’y ajouter des équations de comportement

   ,...),'('),'(,',, ttrtrRRftr


s

u,s

Principe de localité: 
ne dépend que de l’environnement de r



Hypothèse de simplicité matérielle: 
dépendance dans le premier gradient de la transformation

Ces 6 équations de comportement doivent respecter les symétries matériaux
et les symétries induites par les principes de la thermodynamique. 

De plus, on peut faire des hypothèses simplificatrices:



Travail des forces internes 
pour un champ de déplacement cinématiquement admissible, 
ou un champ de contraintes statiquement admissible, « travail de déformation »:

   . . ( , ) : ( , )   ( , ). ( , )   
t

Vol Surf Vol Vol

W f udV T udS r t r t dV Tr r t r t dVs e s e      

Densité volumique de potentiel d’élasticité:
Pour un passage d’un état (s,e) à (sds,ede)
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Energie interne volumique:

En régime adiabatique,  est l’énergie interne volumique (du=d)
En conditions isothermes,  est aussi l’énergie libre volumique (df=du-Tds-sdT=d0)

d’où

Tdsddu   s, entropie par unité de volume

Energie mécanique



Lois de comportement Linéaires en Visco-Elasticité Classique

Loi de Hooke
(Elasticité Linéaire)

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝐶𝑗𝑖𝑘𝑙 = 𝐶𝑖𝑗𝑙𝑘 = 𝐶𝑘𝑙𝑖𝑗𝜎𝑖𝑗
𝐸 = 𝜎𝑖𝑗

0 + 

𝑘,𝑙

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘𝑙

Loi de Newton
(Viscosité Linéaire)

𝜎𝑖𝑗
𝑉 = 

𝑘,𝑙

𝐻𝑖𝑗𝑘𝑙𝐷𝑘𝑙 𝑎𝑣𝑒𝑐 ന𝐷 = 𝑆 ധ𝛻 Ԧ𝑣

𝜎𝑖𝑗
𝐸 = 𝜎𝑖𝑗

0 + 2𝜇𝜀𝑖𝑗 + 𝜆𝛿𝑖𝑗𝑡𝑟 Ӗ𝜀cas d’un milieu isotrope:

Solide de Maxwell Solide de Kelvin-Voigt

𝜎𝑖𝑗
𝑉 = 𝜂𝐷𝑖𝑗 + (𝜉 −

2

3
𝜂)𝛿𝑖𝑗𝑡𝑟 ന𝐷cas d’un milieu isotrope:

Ӗ𝜀 = Ӗ𝜀𝐸 + Ӗ𝜀𝑉

ധ𝜎𝐸 = ധ𝜎𝐻 = ധ𝜎 = ӖӖ𝐴 ∗ ന𝐷

Ӗ𝜀 = Ӗ𝜀𝐸 = Ӗ𝜀𝑉

ധ𝜎 = ധ𝜎𝐸 + ധ𝜎𝑉 = ധ𝜎0 + ӖӖ𝐶: Ӗ𝜀 + നന𝐻: ന𝐷

(après dérivation et intégration)



Notation de Voigt

6)12(

5)31(

4)23(

3)33(

2)22(

1)11(













Loi de Hooke



3 modules
(3 axes équivalents)

6 modules
(invariance par rotation 

autour d’un axe)

Loi de Hooke: rôle des symétries matériau

1 1 1

    . . . . . . . .S S S C S C S Se s e e
  

  



6 modules

Loi de Hooke: rôle des symétries matériau

1 1 1

    . . . . . . . .S S S C S C S Se s e e
  

  



6 modules
(2 axes de symétrie équivalents)

Loi de Hooke: rôle des symétries matériau

1 1 1

    . . . . . . . .S S S C S C S Se s e e
  

  



9 modules
(2 axes de symétrie orthogonaux)

13 modules
(1 plan de symétrie)

21 modules



Modèle Linéaire de Cosserat

François et Eugène Cosserat

Couples 

Micro-courbures

Module de Flexion*
*



Lois de comportement Linéaires

1) Rappel: visco-élasticité linéaire

2) Modules d’Elasticité de Cauchy-Born (1915)

3) Paramètres Multi-échelle de I. Goldhirsch (2003)



Classical Theory of Elasticity: Atomic Scale Description:
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2-body interactions
(Cauchy model)
Ex. Lennard-Jones

Foams
BKS model for Silica

3-body inter.
Ex. Silicon

Equations du mouvement sur chaque particule:Equations du mouvement: 

déplacement



The Cauchy-Born Theory of Solids (1915)

i
j

kj

Expression de l’énergie d’interaction:

N particules

D dimensions

N.D paramètres

-D(D+1)/2 mouvements de corps rigide

(translation, rotations)

N.D –D(D+1)/2 distances indépendantes 
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interactions à 2-corps

(modèle de Cauchy)

Ex. solides ioniques,

mousses inter. à 3-corps

Ex. sol. covalents

Modélisation microscopique des grandeurs mécaniques:



Développement au 2ème ordre de l’énergie, modules d’élasticité:
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Raideurs locales

Elongation de la liaison
Rotation



Développement au 2ème ordre de l’énergie, modules d’élasticité:

Approximation de Born-Huang pour les modules d’élasticité:
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Développement au 2ème ordre de l’énergie, modules d’élasticité:
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Contribution termes à 2-corps (forces centrales): (i1i2)=(i3i4)  n=1/2 i

Contribution 3-corps (flexion angulaire): i=i1 and i=i3 or i=i4  n=2/3

i

Interactions 4-body (twists): (i1i2) ≠ (i3i4)  n=1/2 i

Développement au 2ème ordre de l’énergie, modules d’élasticité:



C=C et C=C  36 modules

C=C  21 modules
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Symétries supplémentaires, si interactions à 2-corps (Modèle de Cauchy):

Permutations de tous les indices: C=C et C=C

(Relations de Cauchy pour les interactions à 2-corps)

 3 C + 6 C + 3 C + 3 C  15 modules

Développement au 2ème ordre de l’énergie, modules d’élasticité:



Modules d’Elasticité effectifs à l’échelle macroscopique?
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Déformations locales
(inhomogènes)
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Méthode d’Homogénéisation ?



A. Tanguy et al. (2002)

Des modules Microscopiques aux modules Effectifs Macroscopiques

𝜀(𝑖) = 𝜀 + 𝛿𝜀(𝑖)
Hétérogénéités
Spatiales 

   aa  ,, 

a, a





Verre 2D Lennard-Jones

𝜀 : 𝐶𝑒𝑓𝑓: 𝜀 = 𝜀: 𝐶: 𝜀

= (𝜀 + 𝛿𝜀 ): 𝐶: (𝜀 + 𝛿𝜀 )

= 𝜀 : 𝐶 : 𝜀 − 𝛿𝜀: 𝐶: 𝛿𝜀 + ⋯

𝜀 : 𝐶𝑒𝑓𝑓: 𝜀 ≤ 𝜀 : 𝐶 : 𝜀

MACRO

MICRO

W. Voigt (1889): Les hétérogénéités de déformation 
contribuent à réduire les modules d’élasticité effectifs

Moyenne
= Borne Supérieure



Modules d’Elasticité Effectifs

Exemple: fibres dans une matrice
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EL,T Module d’Young effectif
Ef Module des fibres
Em , Module de la matrice

Voigt (1889)

Cas de déformation Homogènes: 

Module Effectif = Moyenne arithmétique 
(Homogénéisation exacte)
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A contraintes uniformes: Module Effectif résultant de la moyenne des inverses

Modules d’Elasticité Effectifs

Exemple: fibres dans une matrice

Voigt

Reuss



Lois de comportement Linéaires

1) Rappel: visco-élasticité linéaire

2) Modules d’Elasticité de Cauchy-Born (1915)

3) Paramètres Multi-échelle de I. Goldhirsch (2003)



Exemple de la loi de Hooke

21 paramètres à identifier (approximation linéaire de fonction)

6 équations locales par déformation imposée

4 déformations imposées permettent d’obtenir 24 équations linéaires  à inverser

𝜎11
(1)

…

𝜎12
(4)

= 𝑓 𝜀11
(1)

, … , 𝜀12
(4)

.
𝐶1111

…
𝐶1212

⇒    
𝐶1111

…
𝐶1212

=…

∆= min
𝐶1111,…,𝐶1212

𝜎11
(1)

− 
𝑘𝑙

𝐶11𝑘𝑙𝜀𝑘𝑙
(1)

2

+ ⋯ + 𝜎12
(4)

− 
𝑘𝑙

𝐶12𝑘𝑙𝜀𝑘𝑙
(4)

2

/𝑛𝑜𝑟𝑚



C1 ~ 2 1 C2 ~ 2 2 C3 ~ 2 (+

2D Jennard-Jones   w=5a N = 216 225   L = 483 a

𝛿𝜎𝑥𝑥

𝛿𝜎𝑦𝑦

𝛿𝜎𝑥𝑦

=
𝜆 + 2𝜇 𝜆 0

𝜆 𝜆 + 2𝜇 0
0 0 2𝜇

𝜀𝑥𝑥

𝜀𝑦𝑦

𝜀𝑥𝑦

𝐶1 = 2𝜇, 𝐶2 = 2𝜇, 𝐶3 = 2 𝜆 + 𝜇

Cas d’un verre de Lennard-Jones 2D

M. Tsamados et al. (2009)



Cas d’un verre de Lennard-Jones 2D

C1 C2 C3

1%

Erreur Relative de 
l’approximation
linéaire :

w=5a

M. Tsamados et al. (2009)w



Linear ElasticityCoarse
Graining

a

Isotropic
Elasticity

M. Tsamados et al. (2009)

w

Cas d’un verre de Lennard-Jones 2D



Exemple d’un verre sodo-silicate (1-x)SiO2 + xNa2O:

density Si

density Na+

Shear modulus

Bulk modulus

High Na+ density ↔ Low Elastic Moduli

G. Molnar et al. (2016)



Study of local
coarse-grained
Elastic Moduli:

Low convergence 
to the macroscopic
values.

Larger heterogeneities
for 5% Na2O
than for 30% Na2O.

G. Molnar et al. (2016)

(1-x)SiO2 + xNa2O



density at start

loosened density

(initial cracks) Na density 
distribution

G. Molnar et al. (2016)

(1-x)SiO2 + xNa2O



5% Na2O 30% Na2O

Effet de la composition:   profil de densité à la traction max

G. Molnar et al. (2016)

(1-x)SiO2 + xNa2O



Quenching rate

a-Si

arb. u.

C. Fusco et al. (2010)

Effet de la vitesse de Trempe 
sur les modules d’Elasticité
Cas du Silicium amorphe a-Si



Modèle Linéaire de Cosserat

François et Eugène Cosserat

Couples 

Micro-courbures

Module de Flexion*
*



Modèle Linéaire de Cosserat
appliqué au réseau de poutres

Penrose Quasi-Périodique

D1 D2

(D3+D4)/2

(D3-D4)/2

w/L



w=L w=2.5L w=3.5L

Modèle Linéaire de Cosserat
appliqué au réseau de poutres

Penrose Quasi-Périodique

Module de cisaillement G

Perte progressive de la sensibilité au détail de la structure



Retour sur les fluctuations de modules d’élasticité

Strain interval (%)

(1-x)SiO2 + xNa2O

Effet de l’intervalle de déformation D



Forte sensibilité 
en la préparation (hétérogénéités) – sous-estimation dans le calcul numérique.

Les micro-instabilités
peuvent induire
une dépendance « anormale »
des modules avec la pression

(1-x)SiO2 + xNa2O



B. Mantisi et al. (2012)

The Elastic Anomaly is due  
to a Microplastic behaviour

Local STZ
M
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1-step Bulk
Modulus

Nombre de Chutes
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Ta
n

ge
n

t 
B

u
lk

M
o

d
u

lu
s-

G
Pa

Pressure - GPa

Anomalie Elastique » de la silice SiO2

Nber of Plastic events

AQS MD simulations



Elastic
Modulus

Dissipation

Anomalie Elastique » de la silice SiO2

S. Hunklinger & al., Annalen des Physik (1995)       

B. Rufflé et al. (2011)

Brillouin Spectroscopy



Outline

Introduction: le comportement des matériaux à différentes échelles

I. Comment définir des grandeurs mécaniques aux petites échelles?

II. Exemple des lois de comportement linéaires

III. Plasticité à l’échelle atomique

Conclusion et Perspectives



G. Kermouche, E. Barthel (2015)

Plastification de la silice à l’échelle micrométrique:



Plans de Glissement dans un mono-cristal

Compressed Nb BCC nano-pillar
J.R. Greer et al. (2009)



Origine microscopique de la plasticité ?

Matériaux Amorphes:

Cristaux: dislocations

T. Hufnagel et l. (2002)

Fourier filtering 0.5-1.4 nm-1

Y. Huang et al. (2013)



Plasticité à l’échelle atomique

1) Critère de nucléation et irréversibilité

2) Surface de charge



Plasticité à l’échelle atomique

1) Critère de nucléation et irréversibilité

2) Surface de charge



Argon (1994)

Critère de Nucléation : Perte de Stabilité Mécanique



Stabilité d’un cristal

Critère de Hill ( 1962): Milieu continu

Energie Libre de Helmholtz 

Critère de stabilité

Bubble Raft  A. Gouldstone et al. (2001)

Généralisation à un milieu discret:

L ≥ 0

Matrice Dynamique
(tenseur acoustique)

min
𝑤,𝑘

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝑤𝑖𝑤𝑘𝑘𝑗𝑘𝑙 ≥ 0 𝜂𝑖𝑗 = 𝑤𝑖𝑘𝑗

Vecteur de Burgers

Plan de glissement

𝐶𝑖𝑗
𝛼𝛽

𝑒𝑗
𝛽

= Λ𝑒𝑖
𝛼

𝐶𝑖𝑗
𝛼𝛽

= −
𝜕𝐸𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙

𝜕𝑟𝑖
𝛼𝜕𝑟𝑗

𝛽



En tenant compte de l’extension finie du défaut initial (boucle de dislocation):

Critère semi-local de nucléation

R.E. Miller et al. (2008)

Λ𝐼 = 𝑒𝑖
𝛼. 𝐶𝐼

𝑖𝑗

𝛼𝛽
. 𝑒𝑗

𝛽
< 0

Nucléation de plasticité dans un cristal



𝑚𝑖

𝜕2𝑢𝛼

𝜕𝑡2 𝑟𝑖 , 𝑡 = − 

𝑗,𝛽

𝑀𝑖𝑗
𝛼𝛽

. 𝑢𝛽 𝑟𝑗 , 𝑡 𝑀𝑖𝑗
𝛼𝛽

= −
𝜕2𝐸𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙

𝜕𝑟𝑖𝛼𝜕𝑟𝑗𝛽
avec

𝑉 𝑟𝑖 𝑒𝑖𝜔𝑡 = 𝑚𝑖 𝑢 𝑟𝑖 , 𝑡

𝐷𝑖𝑗
𝛼𝛽

=
𝑀𝑖𝑗

𝛼𝛽

𝑚𝑖𝑚𝑗
Matrice Dynamique

𝜔2𝑉 = ന𝐷. 𝑉 w → 0

Problème aux valeurs propres

 → c

Barrières d’Energie

T. Albaret et al. (2018)

Stabilité d’un Matériau Amorphe

dans le cas de simulations athermales quasi-statiques



e

Fréquences Propres de Vibration:

Mode mou de vibration:Réarrangement Plastique sxy:

Localisation sur une zone Molle
de la vibration de plus Basse Fréquence

Juste avant
un réarrangement plastique.

Local Shear Modulus

A. Lemaitre (2004)
A. Tanguy,
M. Tsamados
(2007, 2008)

B. Mantisi (2010)



Mode localisé isolé Superposition de modes localisés, 
le long de zones molles percolantes

Modes de Vibration: Modes de Vibration:

A. Lemaitre (2004)
A. Tanguy et al. (2010)

Prédiction des réarrangements plastiques par les
Modes mous de vibration dans un verre Lennard-Jones 2D:

Réarrangement quadrupolaire local (STZ): Bande de cisaillement Elémentaire:

Shear Moduli Shear ModuliDisplacements Displacements

 = c- 0.2%

 = c  = c



Théorie des Transformations de Cisaillement
A. Argon (1979)

dislocation loop isotropic

Théorie du Volume Libre 
M. Cohen et D.Turnbull (1959), F. Spaepen (1977)

Inclusions de type Eshelby
J.D. Eshelby (1957)

A. Lemaitre (2004)

Nature des réarrangements plastiques dans un Amorphe?



Hétérogénéité élastique 
localisée sur une ellipse
dans une matrice élastique.  

On notera e* la 
déformation « libre » 
de l’inclusion.

Inclusion d’Eshelby (1957)



Champs Mécaniques générés par une inclusion d’Eshelby sphérique

*
*

*

*



shear stress

Eshelby Type (here with R=2Ả)

measured

displacements

Réarrangements plastiques 
irréversibles localisés 

de type Inclusion de Eshebly

T. Albaret et al. (2016)

Cas du silicium amorphe a-Si



Energie Mécanique Globale en présence d’une inclusion de Eshelby :

Déformation plastique résiduelle (déformation libre) Energie bloquée 

1 1 1
: : : : : *

2 2 2

1 1 1
. .  : * : *

2 2 2ext

bl

Vol Vol I

I ext I

S

W dV C dV C dV

u n dS V W V

s e e e e e

s s e s e

  

   

  



Energie « accrochée » dans le cœur des inclusions

A. Argon (1979)dislocation loop isotropic



Plasticité à l’échelle atomique

1) Critère de nucléation et irréversibilité

2) Surface de charge



Non-affine reversible
displacements (x103)

Elementary
Shear band (x0.4)

Tanguy et al (2002)
Local shear irreversible
(x40) quadrupolar event

Athermal
Quasi-static
deformation

2D LJ

T=0°K

A.Tanguy et al. (2006)

Cas d’un verre de Lennard-Jones 2D



Sauts de contrainte
prop. au nombre d’evts T1 

pl.él.

Cas d’un verre de Lennard-Jones 2D

T1

P. Marmottant et al. (2007)



Huang et al. Science (october 2013)

Réarrangement T1 dans un verre de silice 2D 



a-Si

Cas du silicium amorphe a-Si
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at constant V

Energie d’interaction



a-Si
total

Contraintes de cisaillement

Déplacements
irréversibles locaux

Eshelby (1953)

T. Albaret et al. (2010, 2016, 2017)

ധ𝝐𝒑

Cas du silicium amorphe a-Si

Sh
ea

r
st

re
ss



Loi de comportement

T. Albaret et al. (2015)

a-Si
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Tenseur de Eshelby vs. Lois de Comportement:
le cas du silicium amorphe a-Si

-

*



Evolution de la taille et du nombre des réarrangements 
plastiques dans les échantillons de type a-Si
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Cisaillement à volume constant dans les échantillons de type a-Si :

C. Fusco et al.PRE (2010)

at constant V



Shear flow Densification

T.M. Gross et al. (2008, 2009)

Role de la composition chimique 
dans les verres sodo-silicate



Structure of sodo-silicate glasses:

Pockets of Na ions along Channels

Sodium Channels

Greaves (1985)
Meyer (2004)

Si O-

Na+



« Elasticité Linéaire »
Plateau Plastique

%Na2O

P

Déformation mécanique quasi-statique d’un verre sodo-silicate

G. Molnar et al. (2016)



Déformation plastique irréversible totale = somme des événements localisés

G. Molnar et al. (2017)



G. Molnar et al. (2017)

Non-affine displacements

x=5%

x=30%

90%

100%

La large majorité 
des évéts plastiques 

est situé proche de Na
(dans le cœur plastique)

Large densité Na
dans le cœur plastique

en particulier pour
les premiers pas de déf.

Na catalyse la déformation plastique 
(principalement de cisaillement) 

Le nombre de réarrangements     avec x.

Déformation mécanique quasi-statique d’un verre sodo-silicate



x
(a)

(b)

(c)
Number
of events

Amplitude

Size

Réarrangements plastiques riches en Na

La composition contrôle le nombre de réarrangements

Dépendance en pression de leur taille, et amplitude

G. Molnar et al. (2017)

Composition



x

P G. Molnar et al., 
PRE (2017)

5% Na20 15% Na20 30% Na20



5% Na20 15% Na20 30% Na205% Na20 15% Na20 30% Na20

G. Molnar et al. 

Acta Mat (2017)

ANR PLASTIGLASS
ANR MECASIL
ANR MULTISIL

at

constant

density

Densification Shear flow, % Na20
Surface de charge



 

 

 

0 : 1: 0.5 : 0.5

30 : 1: 0 : 1

60 : 0.5 : 0.5 : 1
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1 2 3( : : )s s s

x=5% x=15%  x=30%

Sensibilité en la composition
(1-x) SiO2 + x Na2O

-plane Haigh-Westergaard

Anisotropie

G. Molnar et al. (2017)



Quelles tailles caractéristiques?
Irrégularités sur des tailles 5a 30a en fonction de la composition
Rôle des fluctuations à l’échelle atomique sur le comportement à 

grande échelle?
Micro-plasticité affectant le comportement linéarisé

Quel lien entre les grandeurs mesurables aux petites échelles 
et les grandeurs mécaniques?

Méthodes de coarse-graining montrent 
le comportement discontinu aux très petites échelles. 

Nécessité d’homogénéiser la réponse mécanique.
Réversibilité et Irréversibilité à différentes échelles?

Mécanisme collectif d’instabilité. La succession d’instabilités
parfois très locales conduit à un écoulement plastique macroscopique

Conclusion



Bibliographie

S. Alexander: Physics Reports 296, 65-236 (1998) 
Amorphous Solids, their structure, lattice dynamics and Elasticity.

D. François, A. Pineau, A. Zaoui: Comportement des Matériaux Vol.1 Elasticité et Plasticité, 
Hermès (1995)

J. Besson, G. Cailletaud, J.-L. Chaboche, S. Forest: Mécanique non linéaire des matériaux, 
Hermès (2001)

J. Salençon: Handbook of Continuum Mechanics, Springer (2001)

E.B. Tadmor, R.E. Miller: Modeling Materials, Cambridge University Press (2011)

I. Goldhirsch, C. Goldenberg: Eur. Phys. J. E 9, 245–251 (2002) 
On the microscopic foundations of elasticity

D. Rodney, A. Tanguy and D. Vandembroucq: Modelling Simul. Mater. Sci. Eng. 19, 083001 (2011) 
Modeling the mechanics of amorphous solids at different length and time scales


